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ESTANDAR: Comprendo e interpreto problemas utilizando
numeros reales, simplificando calculos y aplicando propiedades de
las operaciones, en contextos diferentes contextos.

DBA: Interpreta operaciones basicas como: Suma, Resta,
Multiplicacion y Division, aplicadas a las sucesiones de nimeros reales
y propiedades de los limites de funciones.

JOHN WALLIS:

Matematico inglés, Contribuyé en el desarrollo del calculo moderno y en
el calculo infinitesimal; fue él quien introdujo el simbolo oo, que
actualmente se utiliza para representar una cantidad incontable, o sea,
infinita.




lACTIVIDAD #1: PAGINAS: 72 - 73

Simplemente escribes en tu cuaderno las paginas 72 y 73,
teniendo muy presentes de consignar los conceptos vy
definiciones que son muy importantes para comprender los
ejercicios. No olvides consignar los ejemplos: 1,2,3,4 que alli
aparecen resueltos.

ACTIVIDAD # 2: PAGINAS: 74 - 75

Consigna la pagina 74 teniendo en cuenta los conceptos de
sucesiones acotadas superiormente e inferiormente. Resuelve
en tu cuaderno, la actividad de aprendizaje que aparece en la
pagina 75.

ACTIVIDAD #3: PAGINAS: 76 - 77

Consigna en tu cuaderno la pagina 76 sobre sucesiones
convergentes y sucesiones divergentes con sus respectivos
ejemplos resueltos que alli aparecen. Resuelve la actividad de
aprendizaje que aparece en la pagina 77.

ACTIVIDAD #4: PAGINAS: 78 - 79

Consigna la pagina 78 teniendo presente de plasmar en tu
cuaderno las propiedades de los limites de sucesiones y el
ejemplo #1 como aplicacion a estas propiedades. Resuelve la
actividad de aprendizaje que aparece en la pagina 79.
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Saberes previos

Observa:
1+5=6 6+5=11 11+5=16

Si se contintia de esa manera, ;se
obtendra el nimero 41 en algin
momento?

[ ivaize

Lina escribié los primeros diez muil-
tiplos de 5 y ahora quiere hallar el
vigesimo, el quincuagésimo y el cen-
tésimo multiplo de ese nimero.

Se conocen como multiplos de un nimero a todos aquellos que resultan de
la multiplicaciéon de ese niimero con cada uno de los naturales. Asi, los diez
primeros multiplos de 5, diferentes de 0, son {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50}.

Para establecer una expresién que permita determinar cualquier otro multiplo
de 5, Lina podria empezar asignando a cada multiplo una posicién, como se
muestra a continuacion.

Posici'énv 1 2Nl s | 6.( 7 | 8|9 |10
Valor 5 |1 10 95 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50
Tabla 3.1

Cada multiplo esté relacionado con la asignacion dada, es decir, depende de
su posicion. As, el primer término es 5, el segundo término es 10, el quinto tér-
mino es 25. Cualquier multiplo de 5 se puede hallar mediante la expresion 5n,
siendo n la posicion del multiplo que se desea encontrar.

Por tanto, el vigésimo término se obtiene cuando n = 20: 5 + 20 = 100; el
quincuagésimo cuando n = 50:5 - 50 = 250, y el centésimo cuando n = 100:
5 <100 =:500.

El ejemplo anterior permite identificar una lista de niimeros escritos en un or-
den definido:a, a, a, a, ... a, ... en donde a, es el primer término, a, es el
segundo término y, en general, a_es el enésimo término. Esta coleccién de
nimeros que guardan cierta correspondencia se denomina sucesion.

Una sucesion de nimeros reales es una relacion del conjunto de los niime-
ros naturales con el conjunto de los nlimeros reales. Establecer una sucesiéon
es encontrar una regla o término general que asigna a cada nimero natural
n un Unico numero real, a , conocido como enésimo término de la sucesion.

Muchas sucesiones quedan determinadas por su término general, a , que suele
ser una expresion algebraica en términos de la variable indeterminada n.

Algunas veces, las sucesiones se determinan por sus primeros términos que, en
ocasiones, permiten también intuir el valor del término general.

Para encontrar los cinco primeros términos de una sucesion, se sustituye
sucesivamente n por 1,2, 3,4y 5 en el término general. El décimo término se
encuentra al reemplazar n por 10. Para las sucesiones b_y ¢_dadas se tiene
que:

Sucesién Primeros cinco términos Décimo término
b =0 183 48 10

A 2" % @56 11

= | =L 1 1 1 =k
Cn = (—1) . n 1: 203 4 5 10

J

_ ke - RS I—
1 Sucesiones de nimeros reales. Monotonia y acotacion
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1.1 Sucesiones monotonas

Una sucesion a, es mondtona crecientesia, =< a, ., para todo n, es decir, si
cada término de la sucesion es mayor o igual que el anterior y estrictamente
crecientesia < g paratodo n.

Una sucesion a_es mondtona decrecientesia = a__ | para todo n, es decir,
si cada término de la sucesién es menor o igual que el anterior y estricta-
mente decrecientesia > a, _ para todo n.

‘Ejemplo 2
Son ejemplos de sucesiones estrictamente crecientes:

_7n+3_{3224g§ }
2n+1

’ 3'5° 79" 117
a =2n"*1=1{2,16,162 204831250, ..}

Esto sucede porque enambasa, <a,<a, < ..<a <a _, esdeci los
valores de los términos de cada sucesion aumentan progresivamente.

Son ejemplos de sucesiones decrecientes:

Esto sucede porque enambasa, >a,>a,> ... >a, >a, _, esdeci, los
valores de los términos de la sucesion disminuyen progresivamente.

1 vz . .
Para mostrar que @, = ——— €S Una sucesion estrictamente decreciente,
debe probarse quea, > a,_ . , para todo nimero natural n; esto significa que:

1 1
<
(n+17+1 " ni+1

En efecto, puesto que (n + 1)> > n* + 1y ambos son positivos; entonces,
por las propiedades de las desigualdades:

1 1
< -
| M+ +1 i+

| Luego,a >a, . ,asiquea esestrictamente decreciente.

n+7

La sucesiona, = 1" = {1, 1, 1,1, 1, ...} es una sucesion constante, ya que
todos sus términos son iguales, es decir.a, = a_ , , para todo n.

- Pensamientos variacional y numérico
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Figura 3.1

Sucesiones de niimeros reales. Monotonia y acotacion

1.2 Sucesiones acotadas

Una sucesion esta acotada superiormente si existe algtin niimero real ma-

yor o igual que todos los términos de la sucesion. Es decir, existe M € R, tal
que:

a, = M para todo n.

Una sucesion estd acotada inferiormente si existe alglin ntimero real menor
o igual que todos los términos de la sucesion. Es decir, existe m € R, tal que:

=
a, = m para todo n.

Una sucesién acotada superior e inferiormente a la vez se dice que es
acotada.

La Figura 3.1 corresponde a la representacion grafica de una sucesidn acotada.

4 ( 1)" { 1 Tk } .
o La sucesion g, =| - | =4 =, —,—,—, —,..} es una sucesién acotada,
2 2'4'816 32

puesto que 0 <a_ = 1. Una cota superior de la sucesion es 1y una inferior
es 0.

s Parag = 2l {2 é E 1, E} se tiene que 0 < a_= 5 para todo n.
n+1 234 6
Asi, una cota superior de la sucesion es 5 y una inferior es 0.

* Lasucesiona, = 2n + 1= {3,5,7,9, 11,..} es acotada inferiormente por
m = 3, pero no tiene una cota superior.

2 b 2n=+3 :
Se quiere demostrar que la sucesion a, = 5 F3 s acotada superior-
mente y mondtona creciente.

Para demostrar que es acotada superiormente, se debe encontrar un néime-
ro real M que sea mayor o igual que todos los a:

_2n+3 _2+3+3 _ 2n+3) _ 4
= n¥3 <" n+3 ~ n¥3 = 2=Portanto, el nimero bus-

cado puede ser M = 2.

Para demostrar que es creciente, se debe comprobar que a <a ., para
cualquier valor de n. Pero eso es equivalente a comprobar quea, ., — a_ =0,
para cualquier n:

— 2n+t1)+3 _ 2n+3 _ (2n+5)(n+3)—(@2n+3)n+4)

s TR T FNF3 nt3 (n+4)+(n+3)

3

m— = i-
CETCEE) 0 pues tanto el numerador como el denomi-

nador son siempre positivos.

MATEMATICAS © LAROUSSE



Actividades de aprendizaje

EPRTTEY 1"4‘ j}'” Y S IV NP O ey | (RS ettt Sut] 0 FPI PP P A
-

1samientos variacional y numénco i

@ Realiza todas las aciividades en v cuadero )

Ejercitacion
o Encuentra los primeros cinco términos de cada su-
@ cesion.

= _ s 7]

a.a =3n—2 b.an———3n
_ 1 —
€a,= 33 da=n+2
=2 — 2"

e.a,= 5317 f.an— 3

O Halla el término general para cada una de las si-
@ guientes sucesiones.

aa ={1,2345.}
b.a =1{1,49,16.}
ca =1{481216,.}

={1,111
d.an {2,3,4,5,...}
={1,111
e.an {6,7,8,9,...}
=[1223 4
ha, {3'6‘11' 18""}

o Encuentra los primeros cuatro términos y el décimo
@ término de cada sucesion.

@2n=1@3Bn+1)

= 2
7 —4n’ b i

a4, 35 o+ 1

i o l_ = (—1\+1 1
ca =1 : d g == =

n ¢ ,[n+1
eg = —— L a. =
o1+ 3 n’

— _._1_ = (— n_.n__.

84, s M a=CVaFneT

o Encuentra los cinco primeros términos de cada su-

® cesion dada:a, —’”1-“ b = 2n1+1yc = 5"5
a.a, b. b,
€c d.a +b
e.a t+c f.b +c
ga - b h b cic

Razonamiento

e Clasifica las siguientes sucesiones en crecientes, de-

& crecientes 0 constantes.
ia=2

= =1

n n2

b.a =1—n
ca da ={=T"

e Determina formalmente cuales sucesiones son cre-
& cientes y cuéles no.

&.q = =1 b.an=%
e =1 _n+3n’+3n
= an— 2""—1 d an_ (n+-l)3

Resolucion de problemas

0 Después de una operacion de rodilla, Mario debe
@ comenzar una rutina de ejercicios y aumentar gra-
dualmente el ritmo. El médico le sugiere trotar doce
minutos diariamente durante la primera semana. En
las semanas posteriores debe incrementar el tiempo
seis minutos con respecto a la semana anterior. ;En
cuantas semanas Mario llegara a entrenar 60 minu-

tos diarios?

Evalvacion del aprendizaje
n

0 Halla los primeros cinco términos de cada suce-

& sion y clasificala de acuerdo con su monotonia.
1

a.aq, =wm+3 ba_zn—-\
ca = _2n da = SENA)
. n+1 ! 2

gy -
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2 Limite de una sucesién. Convergencia de sucesiones

Saberes previos

Al ejercitar un musculo, éste au-
menta 3 milimetros el primer dia.
Ademas, el incremento de cada dia
es igual a 095 del incremento del
dia anterior. ;Cual sera el incremen-
to total al final del dia 18?

W Analiza

: Un minero encuentra una muestra
: de mineral que contiene 500 mg
de material radioactivo. Ese mate-
: rial tiene una vida media de un dfa,
: lo que significa que al final de cada
: dia, queda la mitad de este.

: « Halla la cantidad de material ra-

dioactivo al comienzo del sépti-
mo dia.

a—Ll<e

A~

Figura 3.2

Sta,a,a,a,..,a, corresponde a la cantidad de material al comienzo del dia,
entonces:

a, = 500 mg a, = 250 mg a, = 125mg a, = 625mg

a, = 3125mg a,=15625mg a, = 78125mg

A medida que pasan los dias, la cantidad de material radioactivo sigue disminu-
yendo hasta casi desaparecer, pero nunca llega a ser 0 mg.

2.1 Sucesiones convergentes

Seaa, una sucesion en R. Se dice que a_converge a L, si y solo si, para todo
<e.

Entonces y sélo entonces se dice que L es el limite de la sucesion a_cuando
N —-co;esto es,d, — L cuando n —-e0 0 simplemente lima, =L

Es decir, el limite de la sucesion a, es el nmero real L si, para cualquier entor-
no de centro L y radio € tan pequefio como se quiera, se puede encontrar
un término de la sucesion tal que, a partir de este, todos los términos de la
sucesion pertenecen al entorno (Figura 3.2).

Ejemplo 1
,
Observa como se prueba que im =0, es decir que la sucesién a_ = -
ikl
converge a 0.

; . 1
Sea € > 0, ;Para qué valor de n es cierto que — 0
4

1
n

1 ; = ’ a3is ’
Para n > i decir, para cualquier nimero positivo €, hay un niimero

1
—-—0
n

N=%talque <econn€Nyn>N.

En la Figura 3.3 se observa que cuando n crece, los términos se acercan pro-
gresivamente a 0.

2.2 Sucesiones divergentes
Una sucesion a, es divergente si su limite es +e0 0 — oo, En este caso, se dice

que a, diverge hacia o0 0 —oo,

Que lim a, = oo significa que para todo niimero positivo M existe un niimero
entero N € N tal que paratodon > N,a > M.
Ejemplo 2
1
Sia, esunasucesion divergente cona, # 0yn € N, entonces la sucesion —-
converge a 0. Para demostrar esta aﬂrmaoon sefijage > 0. %

Para ; > O existe N € N tal que para todo n > N, entonces a > %

1 .7
Como € > —~y por definicién lim a, = oo, la sucesién converge a cero.

n—x
r

MATEMATICAC 5% | AD ICCE
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@ Realiza todas las actividades en tu cuademo )

L e :‘ ar

Los términos de la sucesién @ = 1 + 2n’ crecen indefinidamente a me- ’
dida que n también lo hace. Asi, a_ no se acerca a un L € R. Por tanto,
lim (1+2n’)=+oc_

n—s=

Lasucesiona, = 1 + 2n’ es divergente (Figura 3.4).

2.3 Otras sucesiones i
Existen sucesiones que ni son convergentes a un nimero ni son divergentes o IR " Figura 34
hacia +2% o —. Estas reciben el nombre de sucesiones alternantes. a,
Pl
a, = (—1)" es una sucesion que oscila entre — 1y 1 (Figura 3.5), es decir, ni ) 1 2 3 ; 5 g 7 é ; -
converge ni diverge, alterna entre |os valores dados. i 1 ! T 1
-2+

Actividades de aprendizaje F:guraj:

Ejercitacion Evaluacion del aprendizaje
e o N
o Halla el SEHTIge geqe’ral de cada una de las SgLien= a Encuentra los cuatro primeros términos de cada su
@ tes sucesiones. Clasificalas como convergentes, di- & cesion e indica si es convergente, divergente o nin
vergentes o ninguna de estas. guna de las dos.
1 1 1 @
2. =3 =, ==,0, =5 a.a =2" Big =i|—us
8 5 ’ ! n+1
b. =1,2,=3,4 =5 = 1 = M
¢a.=3 T d.an—nz_’_1
5 3 ¥
B3 S, (=2) =
324§ ea,="% f.a—n+1
57 91113
46 T2 2 %6 ga,=1-2%  ha="
n 2n n "
e. —4,9,—16,25,—36,... [ |
oo r _n ey
e Resuelve lo que se indicasia, =3+ —-. o “‘a\
® 2. Halla sus primeros 10 términos. o™
oy s X \ '0(\
b. Dibuja en el pano cartesiano los 10 puntos que oN
encontraste en el literal a. bobb
c. Demuestra que a, convergea 3. %/ Siel porcentaje de contenido de oxigeno después
- de t dias de tirar basura organica en un estanque
Resolucion de problemas G £ 4+ 10t + 100
¥ . . . esta dado por p(t) = 100('——-) con
9 Dada la sucesion definida por recurrencia de la si- P2 . p(t) £+ 20t + 100
@ guiente manera: respecto‘al nivel normal. ;Qué ocurre con ese
porcentaje cuando t aumenta toma valores tan
a,= V2 G, =+2+ 0, grandes como se quiera? ;Co6mo crees que se
® Decide si es convergente. puede acelerar este aumento? p
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Saberes previos

:Si se suman dos sucesiones diver-
gentes, se obtendra otra sucesion
divergente? Si consideras que no es
asi, muestra un ejemplo que apoye
tu respuesta.

 vaiza)

Calcula el siguiente limite:

SR =
t3
N

=
N ~N
ol
~N

-——)
N =

A

Propiedades de los limites de sucesiones

Conoce

i 3415 12 35
En la sucesion a,=

_____ i
"8°9"32"25" 72" 200’

2

n~=1
=410

2n’ {

términos se acercan progresivamente a % Si se usa la calculadora para hallar la
expresion decimal de cada uno de los anteriores términos se puede evidenciar
esta tendencia: {0, 0,38, 0,44, 0,47, 0,48, 0,49, .., 0,495,..}.

i lim =) 3
Asi, b g kel

} cuando n crece, los

3.1 Algebra de limites
Silima =aylimb = b,cona,b € R, entonces se verifica que:
a,li_r:wm(a"+b")=a+b b.lim(k-a)=k-akeR

C. lim .’\’/a_',:E/E

n=»0

d.im(a,—b,)=a-b
a a

. lim =% = —, siempre queb # 0

en—mb" b RS

£ limk? =k

ol = |

g lim (a,-b,)=a-b

i. Ii_r)je k = k, esto es, el limite de una sucesion constante g =ikes la misma
constante.

Ademds, si dos sucesiones son divergentes hacia 422, la sucesion formada por
la suma de los términos de ambas también diverge hacia +, es decir:

si lima, =+ o0y lim b, =+ o0, entonces ,',i_To(a" +b")=+oo

n—o0 Nn=»x0

o fosisi b

Observa como se aplican las propiedades anteriores para evaluar

2 . .
lim 251 %2 En este caso no se puede aplicar el limite del cociente puesto
n==4n’ —3n ) ) )
que las sucesiones del numerador y del denominador no convergen. Sin em-

bargo se pueden transformar asf:

|
5,2 § 2 |
i — T 229
3n2+5n+2_n(3+n+n’)=3+;+n_z " SefagtoriI;?q-
T 3 3. & y se simplifico.
oS gl 2 B g 213
n n n n |

Al aplicar la propiedad e. se obtiene:

5 2

34242

_ 3n'+s5n+2 2
fim = lim h n

nsx4n’ —3n+5

2
Iim(3+§+—z)
n—= n_p

e, 3

5
-+—2 Iim(4—é+%)
n - n n=a% n n

. 5.2
e = g TS

lim 4 — Iim§+ lim % L L

n—x n=»n n-% p

3
4
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Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

e PR— -

gRealiza todas (as actividades en tu cuademo )

—

o Halla los primeros cinco términos de cada sucesion.

=1 ]

aa ="
o

ca=—=n

e.a =(=1)+n

b. g =2t
2"

d. a,= 7
n+1

ba, ="

0 Evallia los limites de las siguientes sucesiones.

® n 4n + 1
a8, =3+ RO~ it e
_4n—1 __50n+ 20
Ca,=n+2 da ="z
RS faor s Jn
€0 =W —2n+3 T op+2
__3rridq . Sll==8
g0,= 3 — h.a,==—7
. _2n~1+3n—1 _ men
L 4= b, =2

o Halla los términos a,, a., y a, de cada una de las si-
@ guientes sucesiones. Usa la calculadora cuando sea

necesario.

r=ligegnsiegued
n o

1
3__
ca, =4

a.a

3

,/n+1

e. an=2+0,8"
o B
84a,=>

Ejercitacion

Jn

b.a,=
! ,/n+1
3+ 5"+ 27"
d. 5 =i g
3_ 2
T nP—=n2+A

" I+ n—23

h.a,=\n(n+2)=n

o Calcula los siguientes limites.

® @ 45
a. lim =
n—® pn ._2
. n"=2n+3
. lim

n>o 57 — 8n + 6

. ( 1) 2n+6
e. lim|3+—
n—o n)\ 3n+1

n —5n-1

b. lim 5
9n° +2

n—x

o =g
i 220
e 3N

. =In’ 450" =2n
-~ lim - .
waw 4 =20 + 1

Razonamiento

e Indica cual es el error, si existe, en el calculo de este
@ limite.

2 i 3n’

it — =it —=5—<

n—sx 7n2 41 r=¢ 7n2 o (_12_)

n
lim 3
lim 7 + lim (lz)
n—x n—x \ p
lim 3 3

n—w

7 + lim (iz) /%0
n=»x n

Resolucion de problemas
e Calcula los limites dadas las siguientes sucesiones.

o a"=3n';i-1 b"—n2;1
a, lim (a, +b,) b, lim (b, —a,)
¢ lim Ga +5an d. lim (a, - b,)

lim | 22  lim (ﬂ)
& n—w bn " powo a,

0 Explica el comportamiento de la sucesién a . ;De-
& pende ese comportamiento del valor de a?

4 = HW—ant2
n nt+an+2

Evalvacion del aprendizaje

0 iEs posible aplicar las propiedades que se mostra-
& ron alinicio de este tema para hallar los siguientes
limites? Si es asi, calctlalos.

3 —n*+5n—7

a. Iim :
AT —=n=—=1

n—sx

2" —16n+30
K e
T 30" +n—144

€2

mientos variacional, numérico y métrico
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